Capitulo 5

El esquema “Divide y venceras” !

Divide et impera

Julio César (100 a.C.-44 a.C)

RESUMEN: En este tema se presenta el esquema algoritmico Divide y vencerds, que
es un caso particular del diseno recursivo, y se ilustra con ejemplos significativos en
los que la estrategia reporta beneficios claros. Se espera del alumno que incorpore este
método a sus estrategias de resolucién de problemas.

Introduccion

En este capitulo iniciamos la presentacién de un conjunto de esquemas algoritmicos
que pueden emplearse como estrategias de resoluciéon de problemas. Un esquema
puede verse como un algoritmo genérico que puede resolver distintos problemas. Si
se concretan los tipos de datos y las operaciones del esquema genérico con los tipos
y operaciones especificos de un problema concreto, tendremos un algoritmo para
resolver dicho problema.

Ademas de divide y vencerds, este curso veremos el esquema de vuelta atrds. En cursos
posteriores apareceran otros esquemas con nombres propios tales como el método
voraz, el de programacion dindmica y el de ramificacion y poda. Cada uno de ellos
resuelve una familia de problemas de caracteristicas parecidas.

Los esquemas o métodos algoritmicos deben verse como un conjunto de algoritmos
prefabricados que el disenador puede ensayar ante un problema nuevo. No hay ga-
rantia de éxito pero, si se alcanza la solucién, el esfuerzo invertido habra sido menor
que si el disefio se hubiese abordado desde cero.

El esquema divide y vencerds (DV) consiste en descomponer el problema dado en
uno o varios subproblemas del mismo tipo, el tamano de cuyos datos es una fraccién
del tamano original. Una vez resueltos los subproblemas por medio de la aplicacién
recursiva del algoritmo, se combinan sus resultados para construir la solucién del
problema original. Existirdn uno o méas casos base en los que el problema no se
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94 CaApPITULO 5. Divide y Venceras

subdivide més y se resuelve, o bien directamente si es sencillo, o bien utilizando un
algoritmo distinto.

* Aparentemente estas son las caracteristicas generales de todo diseno recursivo y de
hecho el esquema DV es un caso particular del mismo. Para distinguirlo de otros
disenos recursivos que no responden a DV se han de cumplir las siguientes condiciones:

= Los subproblemas han de tener un tamafio que sea una fraccion del tamano
original (un medio, un tercio, etc ...). No basta simplemente con que sean mas
pequenos.

= Los subproblemas se generan exclusivamente a partir del problema original. En
algunos disenos recursivos, los parametros de una llamada pueden depender de
los resultados de otra previa. En el esquema DV, no.

= La solucién del problema original se obtiene combinando los resultados de los
subproblemas entre si, y posiblemente con parte de los datos originales. Otras
posibles combinaciones no encajan en el esquema.

» El (los) caso(s) base no son necesariamente los casos triviales. Como veremos
mas adelante podria utilizarse como caso base (incluso deberia utilizarse en
ocasiones) un algoritmo distinto al algoritmo recursivo DV.

* Puesto en forma de cédigo, el esquema DV tiene el siguiente aspecto:

template <class Problema, class Solucidén>
Solucidén divide-y-vencerds (Problema x) {
Problema x_1,...,x_k;
Solucién y_1,...,y_k;

if (base(x))
return método-directo (x);
else {
(x_1,..., x_k) = descomponer (x) ;
for (i=1; i<=k; i++)
y_1i = divide-y-venceras(x_1i);
return combinar(x, y_1,..., v_k);

}

* Los tipos Problema, Solucidn, y los métodos base, método-directo, descomponer
y combinar, son especificos de cada problema resuelto por el esquema.

* Para saber si la aplicaciéon del esquema DV a un problema dado resultard en una
solucion eficiente o no, se debera utilizar la recurrencia vista en el Capitulo 4 en la
que el tamano del problema disminuia mediante division:

] a si0<n<ng
T(n)—{ axT(n/b)+cxnf sin>ng

* Recordemos que la solucién de la misma era:
O(nk) sia < bF
T(n) =< O(nFxlogn) sia=>bk
O(nloss @) sia > bk
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2. Ejemplos de aplicacion del esquema con éxito 95

* Para obtener una solucion eficiente, hay que conseguir a la vez:

= que el tamano de cada subproblema sea lo més pequeno posible, es decir, ma-
ximizar b.

= que el nimero de subproblemas generados sea lo mas pequeiio posible, es decir,
minimizar a.

= que el coste de la parte no recursiva sea lo mas pequeno posible, es decir mini-
mizar k.

* La recurrencia puede utilizarse para anticipar el coste que resultara de la solucion
DV, sin tener por qué completar todos los detalles. Si el coste sale igual o peor que
el de un algoritmo ya existente, entonces no merecera la pena aplicar DV.

2. Ejemplos de aplicacion del esquema con éxito

* Algunos de los algoritmos recursivos vistos hasta ahora encajan perfectamente en el
esquema DV.

* La btisqueda binaria en un vector ordenado vista en el Cap. 4 es un primer ejemplo.
En este caso, la operaciéon descomponer selecciona una de las dos mitades del vector
y la operacién combinar es vacia. Obteniamos los siguientes parametros de coste:
b =2 Tamano mitad del subvector a investigar en cada llamada recursiva.
a =1 Un subproblema a lo sumo.

k =0 Coste constante de la parte no recursiva.
dando un coste total O(logn).

* La ordenacién mediante mezcla o mergesort también responde al esquema: la
operacion descomponer divide el vector en dos mitades y la operaciéon combinar
mezcla las dos mitades ordenadas en un vector final. Los parametros del coste son:

b = 2 Tamano mitad de cada subvector.
a = 2 Siempre se generan dos subproblemas.

k =1 Coste lineal de la parte no recursiva (la mezcla).
dando un coste total O(nlogn).

* La ordenacién rapida o quicksort, considerando solo el caso mejor, también res-
ponde al esquema. La operacién descomponer elige el pivote, particiona el vector
con respecto a él y lo divide en dos mitades. La operaciéon combinar en este caso
es vacfa. Los parametros del coste son:

b = 2 Tamano mitad de cada subvector.
a = 2 Siempre se generan dos subproblemas.

k =1 Coste lineal de la parte no recursiva (la particion).
dando un coste total O(nlogn).

* La comprobaciéon en un vector v estrictamente ordenado de si existe un indice ¢
tal que v[i| =i (ver la seccion de problemas del Cap. 4) sigue un esquema similar
al de la busqueda binaria:
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b = 2 Tamano mitad del subvector a investigar en cada llamada recursiva.
a =1 Un subproblema a lo sumo.

k = 0 Coste constante de la parte no recursiva.
dando un coste total O(logn).

Un problema histéricamente famoso es el de la soluciéon DV a la transformada discreta
de Fourier (DFT), dando lugar al algoritmo conocido como transformada rapida
de Fourier, o FFT (J.W. Cooley y J.W. Tukey, 1965). La transformada discreta
convierte un conjunto de muestras de amplitud de una senal, en el conjunto de
frecuencias que resultan del analisis de Fourier de la misma. Esta transformacion
y su inversa (que se realiza utilizando el mismo algoritmo DFT) tienen gran interés
practico pues permiten filtrar frecuencias indeseadas (p.e. ruido) y mejorar la calidad
de las senales de audio o de video.

La transformada en esencia multiplica una matriz n X n de ntmeros complejos por
un vector de longitud n de coeficientes reales, y produce otro vector de la misma
longitud. El algoritmo clésico realiza esta tarea del modo obvio y tiene un coste
O(n?). La FFT descompone de un cierto modo el vector original en dos vectores de
tamafio n/2, realiza la FFT de cada uno, y luego combina los resultados de tamano
n/2 para producir un vector de tamano n. Las dos partes no recursivas tienen coste
lineal, dando lugar a un algoritmo FFT de coste O(nlogn). El algoritmo se utilizo
por primera vez para analizar un temblor de tierra que tuvo lugar en Alaska en 1964.
El algoritmo clésico emple6 26 minutos en analizar la muestra, mientras que la FFT
de Cooley y Tukey lo hizo en 6 segundos.

Problema de seleccion

Dado un vector v de n elementos que se pueden ordenar y un entero 1 < k < n, el
problema de seleccion consiste en encontrar el k-ésimo menor elemento.

El problema de encontrar la mediana de un vector es un caso particular de este
problema en el que se busca el elemento [n/2]-ésimo del vector en el caso de estar
ordenado (en los vectores de C++ corresponde a la posicion (n — 1) = 2).

Una primera idea para resolver el problema consiste en ordenar el vector y tomar
el elemento v[k], lo cual tiene la complejidad del algoritmo de ordenacién utilizado.
Nos preguntamos si podemos hacerlo mas eficientemente.

Otra posibilidad es utilizar el algoritmo particion que vimos en el Capitulo 4 con
algin elemento del vector:

» Si la posicion p donde se coloca el pivote es igual a k, entonces v[p] es el elemento
que estamos buscando.

= Si k < p entonces podemos pasar a buscar el k-ésimo elemento en las posiciones
anteriores a p, ya que en ellas se encuentran los elementos menores o iguales que
v[p] vy v[p] es el p-ésimo elemento del vector.

= Si k > p entonces podemos pasar a buscar el k-ésimo elemento en las posiciones
posteriores a p, ya que en ellas se encuentran los elementos mayores o iguales
que v[p] y v[p] es el p-ésimo elemento del vector.

Estructura de Datos y Algoritmos
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* Al igual que hemos hecho en anteriores ocasiones generalizamos el problema ana-
diendo dos pardametros adicionales a y b tales que 0 < a < b < long(v) — 1, que nos
indican la parte del vector que nos interesa en cada momento. La llamada inicial que
deseamos es seleccion (v, 0, long(v)-1,k).

* En esta version del algoritmo la posicion k es una posicion absoluta dentro del vector.
Se puede escribir una versiéon alternativa en la que k hace referencia a la posiciéon
relativa dentro del subvector que se esta tratando.

TElem seleccionl (TElem v[], int a, int b, int k)
//Pre: O0<=a<=b<=long(v)—1 && a<=k<=b
{int p;
if (a==b) {return vial;}
else
{ particion(v,a,b,p);
if (k==p) {return vi(pl;}
else if (k<p) { return seleccionl(v,a,p-1,k);}
else {return seleccionl (v,p+l,b,k);}
}
bi

* El caso peor de este algoritmo se da cuando el pivote queda siempre en un extremo
del subvector correspondiente y la llamada recursiva se hace con todos los elementos
menos el pivote: por ejemplo si el vector esta ordenado y le pido el ultimo elemento.
En dicho caso el coste esta en O(n?) siendo n = b — a + 1 el tamafio del vector. La
situacién es similar a la del algoritmo de ordenacion rapida.

* Nos preguntamos qué podemos hacer para asegurarnos de que el tamano del problema
se divida aproximadamente por la mitad. Si en lugar de usar el primer elemento del
vector como pivote usasemos la mediana del vector, entonces solamente tendriamos
una llamada recursiva de la mitad de tamafo, lo que nos da un coste en O(n) siendo
n el tamano del vector.

* Pero resulta que el problema de la mediana es un caso particular del problema que
estamos intentando resolver y del mismo tamano. Por ello, nos vamos a conformar
con una aproximacion suficientemente buena de la mediana, conocida como mediana
de las medianas, con la esperanza de que sea suficiente para tener un coste mejor.

* Para calcularla se divide el vector en trozos consecutivos de 5 elementos, y se calcula
directamente la mediana para cada uno de ellos. Después, se calcula recursivamente
la mediana de esas n div 5 medianas mediante el algoritmo de seleccién. Con este
pivote se puede demostrar que el caso peor anterior ya no puede darse.

* Para implementar este algoritmo vamos a definir una versiéon mejorada de particién:

= Recibe como argumento el pivote con respecto al cual queremos hacer la par-
ticion, con lo que es mas general. Asi podemos calcular primero la mediana de
las medianas y darsela después a particiéon.

= En lugar de devolver solamente una posicién p vamos a devolver dos posiciones
Py q que delimitan la parte de los elementos que son estrictamente menores que
el pivote (desde a hasta p — 1), las que son iguales al pivote (desde p hasta q)
y las que son estrictamente mayores (desde g 4+ 1 hasta b). De esta forma, si el
pivote se repite muchas veces el tamano se reduce mas.
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s Fste algoritmo también se puede usar en el de la ordenacién rapida. Asi, por
ejemplo, si todos los elementos del vector son iguales, con el anterior algoritmo
de particion se tiene coste O(nlogn) mientras con el nuevo, descartando la parte
de los que son iguales al pivote, tenemos coste en O(n).

= Para implementarlo usamos tres indices p, ¢, k: los dos primeros se mueven hacia
la derecha y el tercero hacia la izquierda. El invariante nos indica que los ele-
mentos en v]a..p — 1] son estrictamente menores que el pivote, los de v[p..k — 1]
son iguales al pivote y los de v[g + 1..b] son estrictamente mayores. La parte
vlk..q] esta sin explorar hasta que kK = ¢ + 1 en cuyo caso el bucle termina y
tenemos lo que queremos.

» En cada paso se compara v[k] con el pivote: si es igual, estd bien colocado y
se incrementa k; si es menor se intercambia con v[p| para ponerlo junto a los
menores y se incrementan los indices p y k, ya que v]i] es igual al pivote; si es
mayor se intercambia con v[g] para ponerlo junto a los mayores y se decrementa
la q.

void particion2 (TElem v[], int a, int b, TElem pivote, inté& p, inté& q)
{//PRE: 0O<=a<=b<=long(v)-1

int k;

TElem aux;

p=a;jk=a;qg=b;

//INV: a<=p<=k<=q+l<=b+l<=long(v)

// los elementos desde a hasta p—1 son < pivote
// los elementos desde p hasta k—1 son = pivote
// los elementos desde g+1 hasta b son > pivote
while (k<=q)
{
if (v[k] == pivote) {k = k+1;}
else if (v[k] < pivote)
{faux = v(pl; vip]l = vIk]; vI[k] = aux;
p= pt+l; k=k+1;}
else {aux = v[ql; vig] = v[k]; v[k] = aux;
a=qg-1;}

}
//POST: los elementos desde a hasta p—1 son < pivote

// los elementos desde p hasta g son = pivote
// los elementos desde g+1 hasta b son > pivote
}

* Por tanto, los pasos del nuevo algoritmo, seleccion2, son:

1. calcular la mediana de cada grupo de 5 elementos. En total n div 5 medianas,
y cada una se puede calcular en tiempo constante: ordenar los 5 elementos y
quedarnos con el tercero. Para no usar espacio adicional, dichas medianas se
trasladan al principio del vector.

2. calcular la mediana de las medianas, mm, con una llamada recursiva a seleccion?2
con n div 5 elementos.

3. llamar a particion2 (v, a,b,mm, p, q), utilizando como pivote mm.

4. hacer una distincion de casos similar a la de seleccionl:

Estructura de Datos y Algoritmos



4. Organizaciéon de un campeonato 99

if ((k>=p)&s& (k<=q))
{ return mm; }
else if (k<p)
{ return seleccion2(v,a,p-1,k);}
else
{ return seleccion2(v,qg+l,b,k);}

* Es necesario elegir adecuadamente los casos base, ya que si hay 12 elementos o menos,
es decir b —a + 1 <= 12, es més costoso seguir el proceso recursivo que ordenar
directamente y tomar el elemento k.

* Con estas ideas el algoritmo queda:

TElem seleccion2 (TElem v[], int a, int b, int k)
{//0<=a<=b<=long (v)—1 && a<=k<=b
{int 1,p,q9,s,pm, t;

TElem aux,mm;

t = b-a+l;
if (t <=12)
{ordenarInsercion (v, a,b);return v[k];}
else
{
s =t / 5;
for (1=1; 1l<=s;1++)
{ordenarInsercion(v,a+5x (1-1),a+5+1-1);
pm = a+5x (1-1)+(5 / 2);
aux = v[at+tl-1];
viatl-1]=v[pm];
vipm] = aux;
bi
mm=seleccion2 (v,a,a+s-1,a+(s-1)/2);
particion2 (v,a,b,mm,p,q);
if ((k>=p)&& (k<=q)) {return mm; }
else if (k<p) { return seleccion2(v,a,p-1,k);}
else {return seleccion2(v,qgt+l,b,k);}
}
bi
//POST: wv[k] es mayor o igual que v[0.k—1] y
// menor o igual que vlk+ l.long(v) — 1]

donde ordenarInsercion es una version del algoritmo de ordenacion por inserciéon més
general que el que vimos en el Capitulo 3, ya que podemos indicar el trozo del vector
que deseamos ordenar.

* La llamada inicial es seleccion2 (v, 0, long(v)-1, k).

* Se puede demostrar, por induccién constructiva, que el tiempo requerido por seleccion2
en el caso peor es lineal en n = b — a + 1 Brassard y Bratley (1997).

4. Organizaciéon de un campeonato

* Se tienen n participantes para un torneo de ajedrez y hay que organizar un calendario
para que todos jueguen contra todos de forma que:
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1. Cada participante juegue exactamente una partida con cada uno de los n — 1
restantes.

2. Cada participante juegue a lo sumo una partida diaria.

3. El torneo se complete en el menor nimero posible de dias.

En este tema veremos una solucién para el caso, mas sencillo, en que n es potencia
de 2.

Es facil ver que el naumero de parejas distintas posibles es %n(n —1). Como n es par,
cada dfa pueden jugar una partida los n participantes formando con ellos § parejas.
Por tanto se necesita un minimo de n — 1 dias para que jueguen todas las parejas.

Una posible forma de representar la solucién al problema es en forma de matriz de
n por n, donde se busca rellenar, en cada celda a;;, el dia que se enfrentaran entre
sf los contrincantes ¢ y j, con j < i. Es decir, tratamos de rellenar, con fechas de
encuentros, el area bajo la diagonal de esta matriz; sin que en ninguna fila o columna
haya dias repetidos.

Se ha de planificar las parejas de cada dia, de tal modo que al final todos jueguen
contra todos sin repetir ninguna partida, ni descansar innecesariamente.

Podemos ensayar una soluciéon DV segun las siguientes ideas (ver Figura 2):

= Si n es suficientemente grande, dividimos a los participantes en dos grupos
disjuntos A y B, cada uno con la mitad de ellos.

» Se resuelven recursivamente dos torneos més pequenios: el del conjunto A ju-
gando sélo entre ellos, y el del conjunto B también jugando sélo entre ellos. En
estos sub-torneos las condiciones son idénticas a las del torneo inicial por ser n
una potencia de 2; con la salvedad de que se pueden jugar ambos en paralelo.

= Después se planifican partidas en las que un participante pertenece a A y el otro
a B. En estas partidas, que no se pueden solapar con los sub-torneos, hay que
rellenar todas las celdas de la matriz correspondiente.

Esta ultima parte se puede resolver facilmente fila por fila, rotando, en cada nueva
fila, el orden de las fechas disponibles. Como hay que rellenar 2 - 2 celdas, el coste

22
de esta fase esta en en O(n?).
Los casos base, n = 2 o n = 1, se resuelven trivialmente en tiempo constante.

Esta solucién nos da pues los parametros de coste a = 2, b =2y k = 2, que conducen
a un coste esperado de ©(n?). No puede ser menor puesto que la propia planificacién
consiste en rellenar ©(n?) celdas. Pasamos entonces a precisar los detalles.

Implementacion

Usaremos una matriz cuadrada declarada como int a[MAX] [MAX] (donde MAX es
una constante entera) para almacenar la solucion, inicializada con ceros. La primera
fecha disponible seré el dia 1.
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Problema original a mitad de tamafio;
ambos subproblemas son independientes
y se pueden solucionar con N/2 - 1 dias
Casos base: problemas 1x1 6 2x2

00 <00 00 OO
@0 ©0 '©0 OO0

Juegan N/2 contra N/2 distintos

(6 contra N/2 - 1, si eran impares)
todos-contra-todos; requieren siempre
N/2 dias, y éstos se pueden rellenar
mediante rotaciones, que garantizan
que no habra duplicados en

filas 6 columnas.

/j.g’_). e

B OO &

Partidos = celdas bajo la diagonal
de la matriz (no queremos
partidos de vuelta)

Planificacion = escribir enteros en
celdas de forma que no haya dos
iguales en una fila o columna

que correponda a un mismo equipo.
(Se interpreta que cada entero
representa un dia de partido, y las
letras son nombres de equipos)

Divisién = en cuadrantes...

h.@.@...@

Figura 1: Solucién grafica del problema del torneo

* De forma similar a ejemplos anteriores la funcién recursiva, llamada rellena, recibe
dos parametros adicionales, ¢ y f que delimitan el trozo de la matriz que estamos
rellenando, y que por tanto se inicializan respectivamente con 0 y num — 1, siendo
num el nimero de participantes. Se asume que dim = f — ¢+ 1 es potencia de 2.

* En el caso base en que solo haya un equipo (dim = 1) no se hace nada. Si hay dos
equipos (dim = 2), juegan el dia 1.

* El cuadrante inferior izquierdo representa los partidos entre los equipos de los dos
grupos. El primer dia disponible es mitad = dim/2 y hacen falta mitad dias para
que todos jueguen contra todos. Las rotaciones se consiguen con la formula mitad +
(i + j) Y%omitad.

void rellena (int a[MAX] [MAX], int ¢, int f)

{//PRE: Jk:f—ct+1=28AN0<=c<=f< MAX AVi,j:c<=1i,j <= f:ali][j]=0
int dim = f-c+1;

int mitad = dim/2;

//si dim = 1 nada, la diagonal principal no se rellena

if (dim ==2) { alc+l][c]=1;}

else if (dim>2)
{rellena(a,c,c+mitad-1); //cuadrante superior izquierdo
rellena(a,c+tmitad, f); //cuadrante inferior derecho

for (int i=c+mitad; i<=f; i++){ //cuadrante inferior izquierdo
for (int j=c; j<=c+mitad-1; j++)
{ali]l [Jl=mitad+ (i+]) %mitad;}

}
}
J/POST Vi,j:c<j<i<f:1<ali]j]<f—¢c A
// Viie<i<f:(Vik:e<j<k<i:ali]l§]#ali][k)hA
// Vice<j<[f:(Vik:j<i<k<f:alil[j] # alk][i)A
// Vice<i<f:(Vj:e<j<i:(VMk:i<k<f:alilj] # alk]li]))
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El problema del par mas cercano

Dada una nube de n puntos en el plano, n > 2, se trata de encontrar el par de puntos
cuya distancia euclidea es menor (si hubiera més de un par con esa distancia minima,
basta con devolver uno de ellos). El problema tiene interés practico. Por ejemplo, en
un sistema de control del trafico aéreo, el par mas cercano nos informa del mayor
riesgo de colisién entre dos aviones.

Dados dos puntos, p1 = (x1,y1) vy p2 = (22, y2), su distancia euclidea viene dada por
d = +/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)2. El algoritmo de “fuerza bruta” calcularfa la distancia
entre todo posible par de puntos, y devolveria el minimo de todas ellas. Como hay

%n(n — 1) pares posibles, el coste resultante seria cuadratico.

El enfoque DV trataria de encontrar el par mas cercano a partir de los pares mas
cercanos de conjuntos de puntos que sean una fraccion del original. Una posible
estrategia es:

Dividir Crear dos nubes de puntos de tamano mitad. Podriamos ordenar los puntos
por la coordenada x y tomar la primera mitad como nube izquierda I, y la
segunda como nube derecha D. Determinamos una linea vertical imaginaria [
tal que todos los puntos de I estan sobre [, o a su izquierda, y todos los de D
estén sobre [, o a su derecha.

Conquistar Resolver recursivamente los problemas I y D. Sean d; y ép las respec-
tivas distancias minimas encontradas y sea d = min(dr,dp).

Combinar El par més cercano de la nube original, o bien es el par con distancia 9,
o bien es un par compuesto por un punto de la nube I y otro punto de la nube
D. En ese caso, ambos puntos se hallan a lo sumo a una distancia § de [. La
operacion combinar debe investigar los puntos de dicha banda vertical.

Antes de seguir con los detalles, debemos investigar el coste esperado de esta es-
trategia. Como el algoritmo fuerza-bruta tiene coste ©(n?), trataremos de conseguir
un coste ©(nlogn) en el caso peor. Sabemos por la experiencia de algoritmos como
mergesort que ello exige unos pardmetros a = 2, b = 2, k = 1, en decir tan solo
podemos consumir un coste lineal en las operaciones de dividir y combinar.

La ordenacién de los puntos por la coordenada de x se puede realizar una sola vez al
principio (es decir, fuera del algoritmo recursivo DV) con un coste ©(nlogn) en el
caso peor, lo que es admisible para mantener nuestro coste total. Una vez ordenada la
nube, la divisién en dos puede conseguirse con coste constante o lineal, dependiendo
de si se utilizan vectores o listas como estructuras de datos de la implementacion.

Una vez resueltos los dos subproblemas, se pueden filtrar los puntos de I y D para
conservar solo los que estén en la banda vertical de anchura 20 y centrada en [. El
filtrado puede hacerse con coste lineal tanto en tiempo como en espacio adicional.
Llamemos By y Bp a los puntos de dicha banda respectivamente a la izquierda y a
la derecha de .
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5.1.

Para investigar si en la banda hay dos puntos a distancia menor que d, aparentemente
debemos calcular la distancia de cada punto de Bj a cada punto de Bp. Es facil
construir nubes de puntos en las que todos ellos caigan en la banda tras el filtrado,
de forma que en el caso peor podriamos tener |B;| = [Bp| = 4. En ese caso, el calculo
de la distancia minima entre los puntos de la banda serfa cuadratico, y el coste total
del algoritmo DV también.

Demostraremos que basta ordenar por la coordenada y el conjunto de puntos ByUBp
y después recorrer la lista ordenada comparando cada punto con los 7 que le
siguen. Si de este modo no se encuentra una distancia menor que J, concluimos que
todos los puntos de la banda distan mas entre si. Este recorrido es claramente de
coste lineal.

Suponiendo que esta estrategia fuera correcta, todavia quedaria por resolver la or-
denacion por la coordenada y. Si ordenaramos By U Bp en cada llamada recursiva,
gastariamos un coste ©(nlogn) en cada una, lo que conduciria un coste total en

O(nlog?®n).

Recordando la técnica de los resultados acumuladores explicada en la Secciéon 4.2
de estos apuntes, podemos exigir que cada llamada recursiva devuelva un resultado
extra: la lista de sus puntos ordenada por la coordenada y. Este resultado puede
propagarse hacia arriba del arbol de llamadas con un coste lineal, porque basta
aplicar el algoritmo de mezcla de dos listas ordenadas. La secuencia de acciones de
la operacion combinar es entonces la siguiente:

1. Realizar la mezcla ordenada de las dos listas de puntos devueltas por las llama-
das recursivas. Esta lista se devolvera al llamante.

2. Filtrar la lista resultante, conservando los puntos a una distancia de la linea
divisoria [ menor o igual que §. Llamemos B a la lista filtrada.

3. Recorrer B calculando la distancia de cada punto a los 7 que le siguen, compro-
bando si aparece una distancia menor que 9.

4. Devolver los dos puntos a distancia minima, considerando los tres calculos rea-
lizados: parte izquierda, parte derecha y lista B.

Correccion

Consideremos un rectangulo cualquiera de anchura 24 y altura ¢ centrado en la linea
divisoria [ (ver Figura 2). Afirmamos que, contenidos en él, puede haber a lo sumo
8 puntos de la nube original. En la mitad izquierda puede haber a lo sumo 4, y
en caso de haber 4, situados necesariamente en sus esquinas, y en la mitad derecha
otros 4, también en sus esquinas. Ello es asi porque, por hipotesis de induccién, los
puntos de la nube izquierda estéan separados entre si por una distancia de al menos
4, e igualmente los puntos de la nube derecha entre si. En la linea divisoria podrian
coexistir hasta dos puntos de la banda izquierda con dos puntos de la banda derecha.

Si colocamos dicho rectangulo con su base sobre el punto p; de menor coordenada
y de B, estamos seguros de que a los sumo los 7 siguientes puntos de B estaran en
dicho rectangulo. A partir del octavo, él y todos los demas distaran mas que § de
p1. Desplazando ahora el rectangulo de punto a punto, podemos repetir el mismo
razonamiento. No es necesario investigar los puntos con menor coordenada y que el
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5.2.

Figura 2: Razonamiento de correccion del problema del par mas cercano

unto en curso orque esa comprobaciéon ya se hizo cuando se procesaron dichos
)
[)llIlt()S.

Elegimos como caso base de la induccién n < 4. De este modo, al subdividir una
nube con n > 4 puntos, nunca generaremos problemas con un solo punto.

Implementacion

Definimos un punto como una pareja de nimeros reales.

struct Punto
{ double x;
double vy; };

La entrada al algoritmo serd un vector p de puntos y los limites ¢ y f de la nube
que estamos mirando. El vector de puntos no se modificara en ningin momento y se
supone que esta ordenado respecto a la coordenada z.

La solucion

void parMasCercano (Punto pl[], int ¢, int f, int indY[], int& ini,
doubleé& d, int& pl, int& p2)

constara de:
» Los limites ¢ y f. Las llamadas correctas cumplen 0 < c¢A f < long(v) — 1A f >
c+ 1.
s La distancia d entre los puntos mas cercanos.
= Los puntos p; y p2 més cercanos.

= Un vector de posiciones indY y un indice inicial ini que representa céomo se
ordenan los elementos de p con respecto a la coordenada y. El indice inicial ini
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nos indica que el punto p[ini| es el que tiene la menor coordenada y. El vector
indY contiene en cada posicién la posicién del siguiente punto en la ordenacion,
siendo —1 el valor utilizado para indicar que no hay siguiente. Por ejemplo, si
el vector de puntos es:

{{0.5,0.5},{0,3},{0,0},{0,0.25},{1,1},{1.25,1.25},{2,2}}
la variable ini valdré 2 y el vector indY sera:
{4,-1,3,0,5,6,1}

Es decir:
e ¢l elemento con menor y es el punto p[2];
e como indY[2] = 3 el siguiente es p[3];
e como indY[3] = 0, el siguiente es p[0];
J;
J;
J;

[
e como indY[0] =4, el siguiente es p[4
=5, el siguiente es p[5];
[
[

| =
| =
4 =
e como indY [5] = 6, el siguiente es p[6];
e como indY [6] = 1, el siguiente es p[l];
| =

e como indY (1

[
[
[
e como indY|
[
[
[

—1, ya no hay méas puntos

* Usaremos las siguientes funciones auxiliares:

double absolute (double x)
{ if (x>=0) {return x;}
else {return -x;}

}

double distancia (Punto pl,Punto p2)

{

return (sqrt ((pl.x-p2.x)*(pl.x—p2.x)+(pl.y-p2.y)*x(pl.yv-p2.V)));
i

double minimo (double x, double y)

{ double z;
if (x<=y) { z = x;} else {z=y;};
return z;

}i

* Los casos base, cuando hay 2 o 3 puntos los resuelve la funcién

void solucionDirecta (Punto pl[], int ¢, int f, int indY[], inte& ini,
doubles& d, ints& pl, ints& p2)
{ double dl,d2,d3;
if (f==c+1)
{ d = distancia(plcl,plf]);
(p[f].y)
=f;

if ((plcl.y) <= )
indY[f]l=-1;pl=c;p2=f;}

{ini=c;indY[c]
else
{ini=f; indY[f]l=c; indY¥[cl=-1;pl=f;p2=c;};
}
else if (f==c+2)
{

//Menor distancia y puntos que la producen
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}i

dl=distancia(plc],plc+l]);
d2=distancia(plc]l,plct2]);
d3=distancia(plc+l],plc+2]);

d = minimo (minimo (dl,d2),d3);
if (d==dl) {pl=c;p2=c+l;}

else if (d==d2) {pl=c;p2=c+2;}
else {pl=c+l;p2=c+2;};

//Ordenar

if (plcl.y<=plc+l].y)
{ if (plc+l].y<=plc+2].y)
{ini=c;indY[c]=c+1l;indY¥[c+1l]=c+2;indY [c+2]=-1;}
else if (plc].y<=plc+2].y)
{ini=c;indY[c]=c+2;indY¥[c+2]=c+1l;indY[c+1]=-1;}
else
{ini=c+2;indY[c+2]=c;ind¥Y[c]=c+1l;indY[c+1]=-1;}
}
else
{
if (plc+l].y>plc+2].vy)
{ini=c+2;indY[c+2]=c+1l;indY[c+1l]=c;indY[c]=-1;}
else if (plc].y>plc+2].y)
{ini=c+1;indY[c+1]=c+2;indY[c+2]=c;indY[c]=-1;}
else
{ini=c+1;indY[c+1l]=c;ind¥Y[c]=c+2;indY[c+2]=-1;}

El método mezclaOrdenada recibe en indY dos listas de enlaces que comienzan en
el y ini2 que representan respectivamente la ordenaciéon con respecto a y de los
puntos de la nube izquierda y derecha, y las mezcla para obtener una tnica lista de
enlaces con todos los puntos de la nube.

void mezclaOrdenada (Punto pl[],int inil, int ini2, int indY[],

{

bi

int i=inil;
int j=ini2;
int k;
if (plil.y<=pljl.y)
{ini=inil; k=inil; i=indY[i];}
else
{k=ini2;ini=1ini2; j=indY[3]; };

while ((i!=-1)&&(j!=-1))

{
if (pli].y<=pl3]].y)
{indY[k] = i; k=i; i=indY[il];}
else
{indY[k]=3; k=3; J=indY[J];};
}i
if (i==-1) {indY[k]=7;}
else {indY[k]l=i;};

int& ini)

En el ejemplo de antes, despues de las dos llamadas recursivas tendriamos que inil =

Estructura de Datos y Algoritmos



5. El problema del par més cercano 107

2, ini2 = 4 y el vector indY es:
{1,-1,3,0,5,6,—1}

representando dos listas de puntos p[2], p[3], p[0], p[1] y por otro lado p[4], p[5], p[6].
Después de ejecutar mezclaOrdenada obtenemos el resultado de arriba. Este método
se puede utilizar igualmente en una version del algoritmo mergesort que devuelva un
vector de enlaces.

* Asf el algoritmo queda:

void parMasCercano (Punto pl[], int ¢, int £, int indY[], inté& ini,
double& d, int& pl, int& p2)
{ int m;int i, j,inil, ini2,pll,pl2,p21,p22;double dl,d2;

if (f-c+1<4)
{solucionDirecta(p,c, f,indY,ini,d,pl,p2);}

else

{ m= (ct+f)/2;
parMasCercano (p,c,m, indY, inil,dl,pll,pl2);
parMasCercano (p,m+1, f,indY, ini2,d2,p21,p22);

if (dl<=d2)
{d=dl;pl=pll;p2=pl2;}

else
{d=d2;pl=p2l;p2=p22;};

//Mezcla ordenada por la vy
mezclaOrdenada (p,inil, ini2, indY, ini);

//Filtrar la lista
i=ini;
while (absolute(p[m].x-p[i].x)>d) {i=indY[i]; };

int iniA=i;
int indF[f-c+1];
for (int 1=0;1<=f-c+1;1++) {indF[1]=-1;};
int k=inih;
while (i!=-1)
{
if (absolute(p[m].x-p[i].x)<=d) {indF [k]=1i;k=1i;};
i=indY[i];
}i

//Calcular las distancias
i=1iniA;
while (i!=-1)
{
int count = 0; J=indF [1i];
while ((j!=-1)&& (count<7))
{
double daux = distancia(pl[i]l,pl]J]);
if (daux<d) {d=daux; pl=i; p2=j;}
j=indF[J];
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count=count+1;
bi
i=indF[i];

}i

}i

* La llamada inicial es:

parMasCercano(p, 0, long(v)-1, indY, ini, d, pl, p2).

6. La determinacion del umbral

* Dado un algoritmo DV, casi siempre existe una versiéon asintéticamente menos efi-
ciente pero de constantes multiplicativas més pequenas. Le llamaremos el algoritmo
sencillo. Eso hace que para valores pequeiios de n, sea mas eficiente el algoritmo
sencillo que el algoritmo DV.

* Se puede conseguir un algoritmo 6ptimo combinando ambos algoritmos de modo
inteligente. El aspecto que tendria el algoritmo compuesto es:

Solucion divideYvenceras (Problema x, int n) {
if (n <= n_0)
return algoritmoSencillo (x)

else /+ n>n 0 %/ {
descomponer x
llamadas recursivas a divideYvenceras
y = combinar resultados
return y;

}

* Es decir, se trata de convertir en casos base del algoritmo recursivo los problemas
que son suficientemente pequenios. Nos planteamos cémo determinar el umbral ng
a partir del cual compensa utilizar el algoritmo sencillo con respecto a continuar
subdividiendo el problema.

* La determinacion del umbral es un tema fundamentalmente experimental, depende
del computador y lenguaje utilizados, e incluso puede no existir un 6éptimo tnico sino
varios en funcion del tamafno del problema.

* A pesar de eso, se puede hacer un estudio tedrico del problema para encontrar un
umbral aproximado. Para fijar ideas, centrémosnos en el problema de encontrar el par
méas cercano y escribamos su recurrencia con constantes multiplicativas (suponemos
n potencia de 2):

Ty(n) = co si0<n<3
BT 2ni(n/2) 4+ en sin >4

Si desplegamos esta recurrencia y la resolvemos exactamente, la expresion de coste
resulta ser:

1
T (n) = cinlogn + (500 —c1)n
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* Por otra parte, el algoritmo sencillo tendra un coste Th(n) = can?. Las constan-
tes cg, €1 y co dependen del lenguaje y de la méquina subyacentes, y han de ser
determinadas experimentalmente para cada instalacion.

* Aparentemente, para encontrar el umbral hay que resolver la ecuacion T (n) = Ta(n),
es decir encontrar un ngy que satisfaga:

1
cinlogn + (500 —c)n = con?

Sin embargo, este planteamiento es incorrecto porque el coste del algoritmo DV
esté calculado subdividiendo n hasta los casos base. Es decir, estamos comparando el
algoritmo DV puro con el algoritmo sencillo puro y lo que queremos saber es cudndo
subdividir es méas costoso que no subdividir.

* La ecuacién que necesitamos es la siguiente:

2T5(n/2) + c1n = can? = Ty(n)

que expresa que en una llamada recursiva al algoritmo DV decidimos subdividir por
ultima vez porque es tan costoso subdividir como no hacerlo. Nétese que el coste
de las dos llamadas internas esta calculado con el algoritmo sencillo, lo que confirma
que esta subdivisiéon es la tltima que se hace.

* Resolviendo esta ecuacion obtenemos:

n\ 2 2c1
2¢9 (—) +cn = can = ng=—
2 C2

Para n > ng, la expresion de la izquierda crece mas despacio que la de la derecha y
merece la pena subdividir. Para valores menores que ng, la expresiéon de la derecha
es menos costosa.

* Como sabemos, ¢; mide el nimero de operaciones elementales que hay que hacer con
cada punto de la nube de puntos en la parte no recursiva del algoritmo DV. Es decir
la suma por punto de dividir la lista en dos, mezclar las dos mitades ordenadas, filtrar
los puntos de la banda y recorrer la misma, comparando cada punto con otros siete.

Por su parte, co mide el coste elemental de cada una de las n? operaciones del
algoritmo sencillo. Este coste consiste en esencia en la mitad de calcular la distancia
entre dos puntos y comparar con el minimo en curso.

Supongamos que, una vez medidas experimentalmente, obtenemos ¢; = 32¢y. Ello
nos darfa un umbral ng = 64.

* Es interesante escribir y resolver la recurrencia del algoritmo hibrido asi conseguido
y comparar el coste con el del algoritmo DV original:

Ty(n) = con? sin <64
ST 2T3(n/2) + e sin > 64

Si desplegamos ¢ veces, obtenemos:

n

Ty(n) = 2Ty ( -

) +icin
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que alcanza el caso base cuando g; = 26 = i =1logn — 6. Entonces sustituimos i:
Ts3(n) = 2%T3(26) + c1(logn — 6)n
= cinlogn + 022%212 — 6ein
= cinlogn — 4cin
* Comparando el coste T3(n) del algoritmo hibrido con el coste 17 (n) del algoritmo DV

puro, se aprecia una diferencia importante en la constante multiplicativa del término
de segundo orden.

Notas bibliograficas

En (Marti Oliet et al., 2013, Cap. 11) se repasan los fundamentos de la técnica DV y
hay numerosos ejercicios resueltos. El capitulo (Brassard y Bratley, 1997, Cap. 7) también
esta dedicado a la técnica DV y uno de los ejemplos es el algoritmo de Karatsuba y Ofman.
El ejemplo del par mas cercano esta tomado de (Cormen et al., 2001, Cap. 33).

Ejercicios

1.

Dos amigos matan el tiempo de espera en la cola del cine jugando a un juego muy
sencillo: uno de ellos piensa un ntmero natural positivo y el otro debe adivinarlo
preguntando solamente si es menor o igual que otros ntimeros. Disefiar un algoritmo
eficiente para adivinar el ntimero.

. Desarrollar un algoritmo DV para multiplicar n ntimero complejos usando tan solo

3(n — 1) multiplicaciones.

Dados un vector v[0..n — 1] y un valor k, 1 < k < n, disenar un algoritmo DV
de coste constante en espacio que trasponga las k primeras posiciones del vector
con las n — k siguientes. Es decir, los elementos v[0]...v[k — 1] han de copiarse a
las posiciones n — k...n — 1, y los elementos v[k]...v[n — 1] han de copiarse a las
posiciones 0...n — k — 1.

Dado un vector T'[1..n] de n elementos (que tal vez no se puedan ordenar), se dice
que un elemento = es mayoritario en I' cuando el nimero de veces que = aparece en
T es estrictamente mayor que N/2.

a) Escribir un algoritmo DV que en tiempo O(nlogn) decida si un vector 7'[0..n—1]
contiene un elemento mayoritario y devuelva tal elemento cuando exista.

b) Suponiendo que los elementos del vector T'[0..n — 1] se puedan ordenar, y que
podemos calcular la mediana de un vector en tiempo lineal, escribir un algoritmo
DV que en tiempo lineal decida si T'[0..n — 1] contiene un elemento mayoritario
y devueva tal elemento cuando exista. La mediana se define como el valor que

ocuparia la posicién ”Tfl si el vector estuviese ordenado.

¢) Idear un algoritmo que no sea DV, tenga coste lineal, y no suponga que los
elementos se pueden ordenar.

a) Dado un valor z fijo, escribir un algoritmo para calcular 2™ con un coste O(logn)
en términos del niimero de multiplicaciones.
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10.

11.

b) Sea F' la matriz ( (1) i > Calcular el producto del vector (i j) y la matriz F.

;, Qué ocurre cuando i y j son nimeros consecutivos de la sucesion de Fibonacci?

¢) Utilizando las ideas de los dos apartados anteriores, desarrollar un algoritmo
para calcular el n-ésimo nimero de Fibonacci f(n) con un coste O(logn) en
términos del niimero de operaciones aritméticas elementales.

Disenar un algoritmo para resolver el siguiente problema e implementarlo como pro-
cedimiento. Dado un arbol binario ordenado cuyos nodos contienen informacién de
tipo entero, y dados dos enteros kI y k2, crear una lista ordenada que contenga los
valores almacenados en el drbol que sean mayores o iguales que kI y menores o iguales
que k2.

En un habitacién oscura se tienen dos cajones, en uno de los cuales hay n tornillos de
varios tamanos, y en el otro las correspondientes n tuercas. Es necesario emparejar
cada tornillo con su tuerca correspondiente, pero debido a la oscuridad no se pue-
den comparar tornillos con tornillos ni tuercas con tuercas, y la tinica comparacién
posible es la de intentar enroscar una tuerca en un tornillo para comprobar si es
demasiado grande, demasiado pequena, o se ajusta perfectamente al tornillo. Desa-
rrollar un algoritmo para emparejar los tornillos con las tuercas que use O(nlogn)
comparaciones en promedio.

Dado un vector C[0..n — 1] de ntimeros enteros distintos, y un nimero entero S, se
pide:

a) Diseniar un algoritmo de complejidad O(nlogn) que determine si existen o no
dos elementos de C' tales que su suma sea exactamente S.

b) Suponiendo ahora ordenado el vector C, disenar un algoritmo que resuelva el
mismo problema en tiempo O(n).

Mr. Scrooge ha cobrado una antigua deuda, recibiendo una bolsa con n monedas de
oro. Su olfato de usurero le asegura que una de ellas es falsa, pero lo tnico que la
distingue de las demaés es su peso, aunque no sabe si este es mayor o menor que el de
las otras. Para descubrir cudl es la falsa, Mr. Scrooge solo dispone de una balanza con
dos platillos para comparar el peso de dos conjuntos de monedas. En cada pesada lo
lnico que puede observar es si la balanza queda equilibrada, si pesan més los objetos
del platillo de la derecha o si pesan més los de la izquierda. Suponiendo n > 3, diseniar
un algoritmo DV para encontrar la moneda falsa y decidir si pesa mas o menos que
las auténticas.

Se dice que un punto del plano A = (a1, a2) domina a otro B = (b1, b2) si a; > by
y ag > by. Dado un conjunto S de puntos en el plano, el rango de un punto A € S
es el namero de puntos que domina. Escribir un algoritmo de coste O(n log? n) que
dado un conjunto de n puntos calcule el rango de cada uno; demostrar que su coste
efectivamente es el requerido.

La linea del cielo de Manhattan. Dado un conjunto de n rectangulos (los e-
dificios), cuyas bases descansan todas sobre el eje de abcisas, hay que determinar
mediante DV la cobertura superior de la coleccion (la linea del cielo).

La linea del cielo puede verse como una lista ordenada de segmentos horizontales,
cada uno comenzando en la abcisa donde el segmento precedente terminé. De esta
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forma, puede representarse mediante una secuencia alternante de abcisas y ordenadas,
donde cada ordenada indica la altura de su correspondiente segmento:

($17 y17 1:27 y27 e 7xm—17 ym—hxm)

con x1 < T2 < ... < Xy,. Por convenio, la linea del cielo esté a altura 0 hasta alcanzar
x1, y vuelve a 0 después de x,,. Se usa la misma representacion para cada rectangulo,
es decir (x1,y1,x2) corresponde al rectangulo con vértices (x1,0), (x1,y1), (z2,91) ¥
($2’ O)

12. Sea un vector V'[0..n—1] que contiene valores enteros positivos que se ajustan al perfil
de una curva céncava; es decir, para una cierta posicion k, tal que 0 < k < n, se
cumple que Vj € {0.k =1} V[j] > V[j+1]yVj e {k+1.n—1}.V[j —1] < V[j] (por
ejemplo el vector V = 1[9,8,7,3,2,4,6]). Se pide diseniar un algoritmo que encuentre
la posicion del minimo en el vector (la posicion 4 en el ejemplo), teniendo en cuenta
que el algoritmo propuesto debe de ser més eficiente que el conocido de busqueda
secuencial del minimo en un vector cualquiera.

13. La envolvente convera de una nube de puntos en el plano es el menor poligono convexo
que incluye a todos los puntos. Si los puntos se representaran mediante clavos en un
tablero y extendiéramos una goma elastica alrededor de todos ellos, la forma que
adoptaria la goma al soltarla seria la envolvente convexa. Dada una lista [ de n
puntos, se pide un algoritmo de coste ©(nlogn) que calcule su envolvente convexa.

14. Las matrices de Hadamard Hy, Hi, Ho, ..., se definen del siguiente modo:

» Hp= (1) es una matriz 1 x 1.

» Para k > 0, Hj, es la matriz 2F x 2F

Hy1 | Hipa )
H, —
F ( Hy_4 ‘ —Hj_q

Si v es un vector columna de longitud n = 2F, escribir un algoritmo que calcule
el producto Hy - v en tiempo O(nlogn) suponiendo que las operaciones aritméticas
béasicas tienen un coste constante. Justificar el coste.

15. Disenar un algoritmo de coste en O(n) que dado un conjunto S con n ntimeros, y un
entero positivo k < n, determine los k£ ntimeros de S mas cercanos a la mediana de

S.

16. La p-mediana generalizada de una colecciéon de n valores se define como la media de
los p valores (p + 1 si p y n tuvieran distinta paridad) que ocuparian las posiciones
centrales si se ordenara la colecciéon. Disenar un algoritmo que resuelva el problema
en un tiempo a lo sumo O(nlog(n)), asumiento p constante distinto de n.

17. Se tiene un vector V de nimeros enteros distintos, con pesos asociados pi,...,pn.
Los pesos son valores no negativos y verifican que > | p; = 1. Se define la mediana
ponderada del vector V' como el valor V[m], 1 <m < n, tal que

Z pi><% y ( Z pi)Z%.

V[i]<V[m] Vi <V[m]
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Ejercicios. . . 113

Por ejemplo, para n = 5, V = [4,2,9,3,7] y P = [0.15,0.2,0.3,0.1,0.25], la media
ponderada es V[5] = 7 porque

1
Y pi=pi+p2+pi=015+02+01=045<

' 57 y
V<7

> pi=pi+prtpitps=015+02+0.1+025=07>
V<7

DN |

Disenar un algoritmo de tipo divide y vencerds que encuentre la mediana ponderada
en un tiempo lineal en el caso peor. (Obsérvese que V puede no estar ordenado.)

18. Se tienen n bolas de igual tamano, todas ellas de igual peso salvo dos més pesadas,
que a su vez pesan lo mismo. Como tinico medio para dar con dichas bolas se dispone
de una balanza romana clasica. Disefiar un algoritmo que permita determinar cuéles
son dichas bolas, con el minimo posible de pesadas (que es logaritmico).
Indicacién: Considerar también el caso en el que solo hay una bola diferente.

19. Escaleras cruzadas Una calle estrecha estd flanqueada por dos edificios muy altos.
Se colocan dos escaleras en dicha calle como muestra el dibujo: una de ellas, de
longitud x metros, colocada en la base del edificio que esté en el lado derecho de la
calle y apoyada sobre la fachada del edificio situado en el lado izquierdo de la calle; la
otra, de longitud y metros, colocada en la base del edificio que esta en el lado izquierdo
de la calle y apoyada sobre la fachada del edificio situado en el lado derecho de la
calle. El punto donde se cruzan ambas escaleras estd a altura exactamente ¢ metros
del suelo. Se pide disenar un algoritmo que calcule la anchura de la calle con tres
decimales de precision.

N

// ‘\\ /f \

el

(Enunciado original en http://uva.onlinejudge.org/external/105/10566.pdf)
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20. Resolucion de una ecuaciéon Dados niimeros reales p, ¢, r, s, t tales que 0 < p,r <
20y —20 < ¢, s,t <0, se desea resolver la siguiente ecuacion en el intervalo [0, 1] con
cuatro decimales de precision:

p*e*x+q*sen(x)—|—r*cos(x)+s*tan($)+t*$2+uzo

(Enunciado original en http://uva.onlinejudge.org/external/103/10341.pdf)
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